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最大熵产生原理在非平衡凝固中应用
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（西北工业大学 凝固技术国家重点实验室，陕西 西安 ７１００７２）

摘　要：近年来，最大熵产生原理在物理、化学、生物等领域得到广泛应用，被认为是描述非平衡体系演化的普适性原理；
其核心思想是孤立非平衡耗散体系演化总是选择最短路径，以使体系尽可能快地向平衡态演化。非平衡凝固技术在工业生产

中应用日益广泛，凝固理论研究却仍集中于近平衡过程；最大熵产生率原理在非平衡凝固中的应用，可推动非平衡凝固理论

的发展，进而促进凝固理论的工业应用。总结了近年来最大熵产生原理在非平衡凝固中的应用，包括二元合金非平衡凝固界

面动力学模型及多相场模型、多元合金非平衡凝固界面动力学模型、平界面稳定性分析及自由枝晶生长模型。对建立这些模

型的热力学过程和相应的数学方法进行了详尽的描述。最后对最大熵产生原理的研究前景进行了展望。
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!

　前　言

熵及熵产生概念是平衡及非平衡体系理论研究的基

础。由热力学第二定律可知，孤立的非平衡体系向平衡

态演化过程中，熵总是趋向于最大值［１－２］，即能量最低

态对应于平衡态。与此类似，最大熵产生原理（Ｍａｘｉ
ｍｕｍＥｎｔｒｏｐｙＰｒｏｄｕｃｔｉｏｎＰｒｉｎｃｉｐｌｅ，ＭＥＰＰ）认为非平衡体

系演化时总是使熵产生最大化［３］。对于孤立非平衡体系

的演化，在任意给定时间间隔内，熵产生总是达到最

大，因而体系达到平衡态时熵也达到最大。简言之，孤

立非平衡体系演化时，总是选择最短路径或最快方式趋

向于平衡［３］。目前，该原理被认为是描述非平衡耗散体

系的普适性原理［３－４］，熵产生率最大情形即对应体系的

演化方程。

ＭＥＰＰ首先由 Ｏｎｓａｇｅｒ针对线性不可逆热力学提
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出［５］，由Ｚｉｅｇｌｅｒ拓展到非线性不可逆热力学［６］。对于

一个非平衡耗散体系，提前给定一个耗散通量（Ｊｉ）驱动

力（Ｘｉ）的表达式，熵产生率 Ｓ
·
和耗散函数 Φ分别可表

示为式（１）和式（２）［３，５－６］：

Ｓ
·
＝－１Ｔ∫∑ｉ

ＪｉＸｉｄｖ （１）

Φ ＝１Ｔ∫∑ｉ
ｑｉ（Ｊｉ）ｄｖ （２）

其中 ｑｉ（Ｊｉ）＝ＪｉＸｉ（Ｊｉ），为过程 ｉ耗散的自由能。而

ＭＥＰＰ的数学形式如式（３）所示［３，５，７］：

δ［Φ＋λ（Φ－Ｓ
·
）］Ｊ ＝０ （３）

由式（２）可看出，使Φ最大化的Ｊｉ表达式对应于体系演
化方程，其形式由ｑｉ（Ｊｉ）＝ＪｉＸｉ（Ｊｉ）决定。Ｓｖｏｂｏｄａ等对

ＭＥＰＰ进行简化，使ｑｉ（Ｊｉ）＝Ｊ
２
ｉ／Ｎｉ，针对等温、等压及

各向同性体系得到了热力学极值原理（Ｔｈｅｒｍｏｄｙｎａｍｉｃ
ＥｘｔｒｅｍａｌＰｒｉｎｃｉｐｌｅ，ＴＥＰ）［８－９］。针对尖锐及弥散界面情
形，Ｓｖｏｂｏｄａ等已将ＴＥＰ成功应用到多元合金扩散型相
变及析出等过程，并且应用ＴＥＰ可重新得到校准的相场
方程，即与 ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程一致［１０－１１］。由此可看出，

ＭＥＰＰ可自洽地考虑体系约束条件求解熵产生率的极值
情形，因而可合理地描述复杂非平衡体系的演化。

非平衡凝固过程中，伴随体系自由能耗散，亚稳态

过冷液相向固相转变属于典型非平衡演化体系。以往凝

固理论多采用诸多假设，例如，研究界面条件时经常采

用局域平衡假设，对扩散过程的描述常采用菲克扩散定

律［１２］。这些假设限制了模型的适用范围，如局域平衡

假设只适用于近平衡凝固，菲克扩散定律只能描述局域

平衡且组元间无相互作用的扩散过程［７，１３］。因而，将

ＭＥＰＰ应用到快速凝固过程中，可从自由能耗散角度对
凝固过程给出更普适的描述。

基于以上考虑，Ｌｉｕ和Ｗａｎｇ等将ＭＥＰＰ用于描述非
平衡凝固体系演化［７，１１，１３－１５］，得到更普适的演化方程，

进一步讨论了体系动力学过程。本文将对这些工作进行

综述。并依次介绍ＭＥＰＰ在二元合金中的应用，包括尖
锐和弥散界面动力学［７，１１］，及该原理在三元合金中的应

用，包括界面动力学［１３］、界面稳定性［１４］及自由枝晶生

长理论［１５］。最后对ＭＥＰＰ的应用进行展望。

"

　最大熵产生原理在二元合金凝固中应用

针对二元合金凝固过程的已有理论中，大多假设局

域平衡、稀溶液及线性液固相线［１２］。这些假设对浓溶

液合金的非平衡凝固过程是不适用的，只有基于（拓

展）不可逆热力学，并耦合热力学数据库，才能对二元

非平衡凝固体系给出更精确的描述［７］。基于 ＭＥＰＰ，将

分别介绍作者课题组研究建立的二元合金尖锐界面动力

学模型及多相场模型，进而分析界面动力学过程。

"


!

　尖锐界面动力学
这里处理二元 Ａ－Ｂ合金在封闭系 Ω中的凝固情

形，平直界面以速度 Ｖ从固相向液相移动。为简化问
题，不考虑两组元的摩尔体积差，均用 Ｖｍ表示。根据
拓展不可逆热力学理论，局域非平衡条件下体系的自由

能密度ｇ可表示为式（４）［７］：

ｇ＝（１－ｘＢ）μＡ ＋ｘＢμＢ＋
Ｖｍ
２αｋＪ

２
Ｂ （４）

其中ｘＢ为Ｂ组元的摩尔百分比，μＡ与 μＢ为 Ａ、Ｂ组元

的化学势，αｋ＝（Ｖｍ／（ＶＤｋ）
２）（μｋ／ｘｋ）。

由于存在约束关系ｘＡ＋ｘＢ＝１及 ＪＡ＋ＪＢ＝Ｖ／Ｖｍ，此
时体系中只有一个成分及扩散通量是独立变化的。由于

尖锐液／固界面的存在，体系的 Ｇｉｂｂｓ自由能变化率可
表示为式（５）［７，１６］，

Ｇ
·
≡ ｄＧｄｔ＝

１
Ｖｍ∫Ω

ｇ
ｔ
ｄｖ－ＶＶｍ

［［ｇ］］ （５）

其中∫Ωｄｖ代表在体系中的积分，［［］］表示标量在液相的

值减去对应固相的值［１６］。由体系中 ｉ组元局域成分守恒

方程ｘｉ／ｔ＝－Ｊｉ和 ＧｉｂｂｓＤｕｈｅｍ关系
［９］Σｉｘｉｄμｉ＝０可

得式（６）［７］：

Ｇ
·
＝Ｇ
·
ｂｕｌｋ＋Ｇ

·
ｉｎｔｅｒ （６）

其中，

Ｇ
·
ｂｕｌｋ ＝∫

Ω
ＪＢ（μＢ－μＡ）＋

α
Ｖｍ
ＪＢ
[ ]ｔｄｖ （６ａ）

Ｇ
·
ｉｎｔｅｒ＝－

Ｖ
Ｖ [ [
ｍ

ｘＢμＢ＋（１－ｘＢ）μＡ ＋
１
２αＪ

２ ] ]Ｂ

[ [
＋

ＪＢ（μＢ－μＡ ] ]） （６ｂ）

可见，体系Ｇｉｂｂｓ自由能耗散可分为两部分，即块体相
耗散和界面处耗散。凝固过程中，体系自由能耗散可分

为界面处和块体相；界面处耗散分为界面迁移及界面互

扩散，块体相中只有组元扩散耗散能量。因此，体系的

耗散函数可写为式（７）和式（８）［７］：

Ｑ
·
ｂｕｌｋ ＝∫

Ω

Ｊ２Ｂ
ＡＤ
ｄｖ （７）

Ｑ
·
ｉｎｔｅｒ＝－ＲＴＪＣ (ｌｎ １－ ＪＣ

ＲＴＮ )
Ｃ
－ＲＴＪＤ (ｌｎ １－ ＪＤ

ＲＴＮ )
Ｄ

（８）

其中界面迁移及界面互扩散耗散通量分别为 ＪＣ＝Ｖ／Ｖｍ、

ＪＤ＝（Ｖ／Ｖｍ）（ｘ
ｉｌ
Ｂ－ｘ

ｔｒａｎｓ
Ｂ ），ｘ

ｉｌ
Ｂ和 ｘ

ｔｒａｎｓ
Ｂ 分别为 Ｂ组元在界

面处液相一侧浓度及穿越界面扩散量［９］。将 ＭＥＰＰ分别
应用于块体相和界面处，可得式（９）和式（１０）：

８３３
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δ（Ｇ
·
ｂｕｌｋ＋Ｑｂｕｌｋ／２）｜ＪＢ ＝０ （９）

δ
Ｇ
·
ｉｎｔｅｒ＋Ｑｉｎｔｅｒ／２＋

[λ ＪｉｌＢ －Ｊ
ｉｓ
Ｂ－

Ｖ
Ｖｍ
（ｘｉｌＢ－ｘ

ｉｓ
Ｂ ]{ }）

ＪＣ，ＪＤ，Ｊ
ｉｌ
Ｂ
＝０（１０）

整理后可得式（１１），（１２），（１３），

ＪＢ ＝－ＡＤ （μＢ－μＡ）＋
α
Ｖｍ
ＪＢ
[ ]ｔ （１１）

　ＪＣ ＝ＲＴＭＣ×

１－ｅｘｐｘ
ｉｌ
ＢΔμＢ＋（１－ｘ

ｉｌ
Ｂ）ΔμＡ －

１
２α

ｉｌＪｉｌ
２

Ｂ ＋
１
２α

ｉｓＪｉｓ
２

Ｂ[ ]{ }
ＲＴ

（１２）

ＪＤ ＝ＲＴＭＤ １－ [ｅｘｐ
ΔμＡ －ΔμＢ ]{ }ＲＴ

（１３）

其中动力学系数 ＡＤ＝（Ｄ／Ｖｍ）（（μＢ－μＡ）／ｘＢ），ＭＣ＝

Ｖ０／ＲＴ，ＭＤ＝ψＶ
Ｉ
Ｄｘ
ｉｓ
Ｂ（１－ｘ

ｉｌ
Ｂ）／ＲＴＶｍ。

式（１１）是考虑局域非平衡效应后二元合金在块体
相的扩散方程；式（１２），（１３）是局域非平衡界面动力
学模型，分别对应界面迁移方程和溶质截留方程。该模

型适用于二元浓溶液合金局域非平衡条件下的非稳态凝

固过程，可对Ｓｉ－９％Ａｓ（原子百分数）合金非平衡凝固
界面动力学过程给出合理描述，并澄清了凝固中是否存

在溶质拖拽效应这一理论争议［７］。

"


"

　弥散界面动力学
相场模型按自由能密度 ｆ形式可分为两类，①

ＷｈｅｅｌｅｒＢｏｅｔｔｉｎｇｅｒＭｃＦａｄｄｅｎ（ＷＢＭ）模型［１７］：ｆ为成分
相同、扩散势不同的液／固相混合；②多相场模型［１８］：

ｆ是成分不同的液／固相混合，其成分确定时采用确定的
分配关系或扩散势相等，这样，体系中就多了一个约束

条件。相比于ＷＢＭ模型，多相场模型更容易向多元多
相合金拓展。如果能合理解决多相场模型中额外约束问

题，此类模型会有广泛的应用前景。下面论述作者课题

组基于ＭＥＰＰ建立的多相场模型，相比于前人工作［１８］，

该模型可自洽地解决多相场模型中额外约束问题。

二元合金非平衡凝固时，多相场体系的约束条件为

Ｓ＋Ｌ ＝１，ｃ＝ｈＳｃＳ ＋ｈＬｃＬ。体系自由能可表示为

式（１４）［１１，１８］：

Ｆ^＝∫
Ω
（ｆｉｎｔｆ＋ｆｂｕｌｋ）ｄｖ （１４）

ｆｉｎｔｆ＝
４σＳＬ (η

－η
２

π２
ＳＬ＋Ｓ )Ｌ （１４ａ）

ｆｂｕｌｋ＝１Ｖｍ
（ｈＳｇＳ＋ｈＬｇＬ）＝

１
Ｖ {
ｍ
ｈ [Ｓ ｃＳμＳＢ＋

（１－ｃＳ）μ
Ｓ
Ａ］＋ｈＬ［ｃＬμ

Ｌ
Ｂ＋（１－ｃＬ）μ ] }Ｌ

Ａ （１４ｂ）

考虑约束条件，体系的自由能可表示为式（１５）［１１］：

Ｆ＝Ｆ^＋Ｆ
～
＝∫[

Ω
ｆｉｎｔｆ＋ｆｂｕｌｋ＋λ（Ｓ＋Ｌ－１）＋

λｃ（ｈＳｃＳ＋ｈＬｃＬ－ｃ ]） ｄｖ （１５）

此时，体系Ｇｉｂｂｓ自由能变化率可表示为式（１６）［１１］：

Ｆ
·
＝∫(

Ω

δＦ^
δＳ
Ｓ
ｔ
＋δＦ^
δＬ
Ｌ
 )
ｔ
ｄΩ＋∫(

Ω

ＪＳＢＶｍ
δＦ^
δｃＳ
＋

ＪＬＢＶｍ
δＦ^
δｃ)
Ｌ
ｄΩ＋∫{

Ω

λ ( Ｓｔ＋Ｌ )ｔ ＋

λ [ｃ （ｃＳ－ｃＬ）ｈＳＳ
Ｓ
ｔ
＋（ｃＳ－ｃＬ）

ｈＳ
Ｌ
Ｌ
ｔ

＋Ｖｍ (Ｓ ｈＳＳＪＳＢ＋
ｈＬ
Ｓ
Ｊ )ＬＢ ＋

Ｖｍ (Ｌ ｈＳＬＪＳＢ＋
ｈＬ
Ｌ
Ｊ ] }Ｌ
Ｂ ｄΩ （１６）

上等式右边３项分别对应相场参量变化、溶质扩散及约

束条件的贡献。具体推导及 δＦ^／δＳ、δＦ^／δＬ、δＦ^／δｃｉ表
达式见文献［１１］。体系中自由能耗散函数可写
为式（１７）：

Ｑ＝∫
Ω

ＪＳ
２

Ｂ

ＭＳｃ
＋
ＪＬ

２

Ｂ

ＭＬｃ
＋ １Ｍ (

Ｓ

Ｓ
 )ｔ

２

＋ １Ｍ (
Ｌ

Ｌ
 )ｔ[ ]２ ｄｖ

（１７）
体系演化遵循式（１８）：

[δ Ｇ·＋Ｑ ]２ ＪＳＢ，Ｊ
Ｌ
Ｂ，
Ｓ
ｔ，

Ｌ
ｔ
＝０ （１８）

体系相场演化方程及扩散方程为：


ｔ
＝Ｌ

δＦ^
δ
ＬＣ (Ｓ

Ｖｍ
δＦ^
δｃ)
Ｓ
＋ＬＣ (Ｌ

Ｖｍ
δＦ^
δｃ)
Ｌ

（１９）

ＪＳＢ ＝ＬｃＳ
δＦ^
δ
＋ＬｃＳｃ (Ｓ

Ｖｍ
δＦ^
δｃ)
Ｓ
＋ＬｃＳｃ (Ｌ

Ｖｍ
δＦ^
δｃ)
Ｌ

（２０）

ＪＬＢ ＝ＬｃＬ
δＦ^
δ
＋ＬｃＬｃ (Ｓ

Ｖｍ
δＦ^
δｃ)
Ｓ
＋ＬｃＬｃ (Ｌ

Ｖｍ
δＦ^
δｃ)
Ｌ

（２１）
其中动力学系数见文献［１１］。从ＭＥＰＰ得到多相场模型
热力学自洽且动力学系数遵循 Ｏｎｓａｇｅｒ倒易关系。相比
于前人工作［１８］，当前多相场模型可合理地解决多相场

模型中体系额外约束问题，并对凝固过程中界面和块体

中自由能耗散机制给出了合理描述。

#

　最大熵产生原理在多元合金中应用

凝固理论研究主要集中于二元合金，但是工业应用

合金主要为多组元［１３］。因此，凝固理论能否用于工业

９３３
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生产取决于多元合金凝固理论的发展。本部分将 ＭＥＰＰ
应用于多元合金非平衡凝固，建立界面动力学模型，并

基于此建立平界面稳定性模型和自由枝晶生长模型。

#


!

　多元合金界面动力学
与二元合金凝固相比，多元合金中需处理多组元溶

质守恒的约束问题。对于ｎ组元置换固溶体合金非平衡
凝固情形，忽略组元摩尔体积差别，体系 Ｇｉｂｂｓ自由能
密度可表示为式（２２）［１３］：

ｇ＝∑
ｎ

ｋ＝
(

１
ｘｋμｋ＋

Ｖｍ
２αｋＪ

２)ｋ （２２）

其中非平衡系数 αｋ＝（Ｖｍ／（ＶＤｋ）
２）（μｋ／ｘｋ），ＶＤｋ为

ｋ组元扩散速度。采用式（４）～（６）相同方法，体系
Ｇｉｂｂｓ自由能变化率［１３］表示为式（２３）和式（２４）：

Ｇ
·
ｂｕｌｋ ＝∫

Ω
∑
ｎ

ｋ＝１
Ｊ (ｋ μｋ＋αｋＪｋ )ｔ ｄｖ （２３）

Ｇ
·
ΣＳ／Ｌ
＝ ＶＶｍ∫ΣＳ／Ｌ∑

ｎ

ｋ＝
[

１
ｘｉｌｋΔμｋ＋

Ｖｍ
２α

ｉｓ
ｋ（Ｊ

ｉｓ
ｋ）
２－

Ｖｍ
２α

ｉｌ
ｋ（Ｊ

ｉｌ
ｋ） ]２ ｄＡ－∫

ΣＳ／Ｌ
∑
ｎ

ｋ＝１
ＪｉｌｋΔμｋｄＡ （２４）

类似地，体系耗散函数［１３］表示为式（２５）和式（２６）：

Ｑｂｕｌｋ ＝∫
Ω
∑
ｎ

ｋ＝
(

１

Ｊ２ｋ
Ａ )
ｋ
ｄｖ （２５）

ＱΣＳ／Ｌ ＝∫
ΣＳ／Ｌ

Ｖ２

ＶｍＭｖ
ｄＡ＋∫

ΣＳ／Ｌ
∑
ｎ

ｋ＝１

（Ｊｉｌｋ）
２

ＭＤｋ
ｄＡ （２６）

块体相与界面处的变分原理分别表示为式（２７）和
式（２８）：

[δ Ｇ·ｂｕｌｋ＋Ｑｂｕｌｋ２ ＋λ∫
Ω
∑
ｎ

ｋ＝１
Ｊｋｄ ]ｖ（Ｊ１，Ｊ２，……，Ｊｎ）＝０

（２７）

{δ Ｇ·ΣＳ／Ｌ ＋ＱΣＳ／Ｌ２ ＋∑
ｎ

ｋ＝１
∫
ΣＳ／Ｌ
η [ｋ Ｊｉｌｋ－Ｊｉｓｋ－ｖＶｍ（ｘｉｌｋ－ｘｉｓｋ ]） ×

ｄＡ＋ξ∑
ｎ

ｋ＝１
∫
ΣＳ／Ｌ

Ｊｉｌｋｄ }Ａ ＝０ （２８）

整理后可得式（２９～３１）［１３］：

Ｊｋ ＝Ａ [ｋ (－ μｋ＋αｋ
Ｊｋ
 )ｔ ＋

∑
ｎ

ｊ＝１
Ａ(ｊ μｊ＋αｊＪｊ )ｔ ／∑

ｎ

ｊ＝１
Ａ]ｊ （２９）

Ｖ＝－ＭＣ∑
ｎ

ｋ＝
[

１
ｘｉｌｋΔμｋ－ｖα

ｉｓ
ｋＪ
ｉｓ
ｋ（ｘ

ｉｌ
ｋ－ｘ

ｉｓ
ｋ）＋

Ｖｍ
２α

ｉｓ
ｋ（Ｊ

ｉｓ
ｋ）
２－
Ｖｍ
２α

ｉｌ
ｋ（Ｊ

ｉｌ
ｋ） ]２ （３０）

ＪＤｋ ＝Ｍ (Ｄｋ Δμｋψｋ－∑
ｎ

ｉ＝１
ＭＤｉΔμｉψｉ／∑

ｎ

ｊ＝１
Ｍ )Ｄｊ （３１）

其中动力学系数 Ａｋ＝（Ｄｋ／Ｖｍ）（μｋ／ｘｋ）
－１，ＭＤｋ＝（Ｄ

Ｉ
ｋ／

ａ０Ｖｍ）（μ
ｉｌ
ｋ／ｘ

ｉｌ
ｋ）

－１为组元在块体相扩散及界面互扩散的

动力学系数。

式（２９）为考虑组元间相互作用及局域非平衡效应
的多元扩散方程；式（３０）和式（３１）为局域非平衡条件
下多元合金界面动力学模型，包括界面速度方程和溶质

截留模型。该模型基于拓展不可逆热力学建立，因而适

用于多元合金的极端非平衡凝固过程。在计算中可方便

地耦合热力学数据，从而反映浓溶液合金中组元间相互

作用及其对相变动力学过程的影响。模型应用表明，多

元浓溶液合金中组元间相互作用，可促使溶质截留系数

随界面迁移速率非单调变化［１３］。

#


"

　平界面稳定性
凝固过程中，界面失稳组织形成各种形貌，界面稳

定性研究是理解组织形成过程的关键。下面基于式

（２９～３１）的界面动力学模型，分析多元合金快速定向
凝固中平界面稳定性。由于式（２９）多元扩散方程中动
力学系数Ａｋ不是常数，而与体系温度、成分相关，使
用该方程难以得到扩散场的解析表达式，因此，描述块

体相时采用修正的扩散方程［１４］如式（３２）：
ｘｊ
ｔ
＋∑

ｎ

ｋ＝１
τｊｋ
２ｘｋ
ｔ２
＝∑

ｎ

ｋ＝１
Ｄｊｋ

２ｘｋ （３２）

其中Ｄｊｋ为扩散矩阵元素，τｊｋ＝Ｄｊｋ／Ｖ
２Ｄｊ为 ｋ组元对 ｊ组

元弛豫时间的影响。显然，该方程通过扩散矩阵非对角

线项考虑组元扩散过程中相互作用，且通过弛豫时间考

虑局域非平衡效应，因而适用于多元浓溶液合金非平衡

凝固过程中扩散过程的描述。由于体系温度场弛豫时

间，即使在极端非平衡凝固条件下，远小于溶质扩散场

弛豫时间，因而，对于温度场的描述仍采用经典傅利叶

导热定律［１３－１４］。

对于平界面稳定性分析，仍采用经典 Ｍｕｌｌｉｎｓ和
Ｓｅｒｋｅｒｋａ的线性分析思路［１９］，即平直的液／固界面处于
稳态时发生正弦形式的扰动，Ｚ＝（Ｘ，ｔ）＝δ（ｔ）×
ｓｉｎ（ωＸ）。这一扰动引起界面速度、成分和温度发生变
化，其变化量与扰动成正比。经过分析得到稳定性判据

可表示为式（３３）［１４］：
Ｓｎ（ω）＝－Γω

２－（ＫＳＧＳξＳ＋ＫＬＧＬξＬ）＋

＋ｄｅｔ

０ －ＭＬ２ … －ＭＬｎ
－ζ２ Ｎ２２ … Ｎ２ｎ
   

－ζｎ Ｎｎ２ … Ｎ













ｎｎ

ｄｅｔ

１ －ＭＬ２ … －ＭＬｎ
１ Ｎ２２ … Ｎ２ｎ
   

１ Ｎｎ２ … Ｎ













ｎｎ

（３３）

０４３
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关于变量含义及表达式可参考文献［１４］。在定向凝固
中，上式前两项为负，第３项为正，即定向凝固中界面
能项、温度梯度使界面稳定，而界面前沿溶质扩散使界

面趋向于失稳。针对临界稳定情形，使用式（３３）可预
测给定凝固条件下，促使界面失稳的临界成分，并澄清

其稳定性机制［１４］。由于定向凝固技术是制备具有定向

组织铸件的重要手段，因而，当前结果可对该过程中合

金成分设计提供指导。

#


#

　自由枝晶生长
枝晶是最常见的凝固组织之一，其形态对铸件最

终力学性能有重要影响。枝晶生长理论的研究重点在

于预测枝晶尖端形貌、生长动力学过程等，其中应用

最广泛的理论将临界稳定性分析与 Ｉｖａｎｔｓｏｖ解［１２］相结

合，即使用临界稳定性分析得到临界失稳波长，以此近

似枝晶尖端半径，再结合 Ｉｖａｎｔｓｏｖ解，得到枝晶尖端浓
度场和温度场的解，以此为框架得到枝晶尖端生长参量

与凝固条件的关系。下面基于式（２９～３１）的界面动力
学模型和式（３３）的临界稳定性判据，建立自由枝晶生
长模型。根据 Ｌａｎｇｅｒ和 ＭüｌｌｅｒＫｒｕｍｂｈａａｒ［２０］分析，枝晶
尖端半径可采用界面临界失稳波长来近似，可表达为

式（３４）［１５，２０］：
Ｓｎ（２π／Ｒ）＝０ （３４）

其中Ｒ为枝晶尖端曲率半径。对于稳态枝晶生长，假定
枝晶尖端近似为旋转抛物面，则枝晶尖端浓度场和温度

场可表示为式（３５）和式（３６）［１５］：

ｘｉｌｊ ＝
ｘ０ｊ

１－（１－ｋｊ）Ｉｖ（Ｐ
ｊ
Ｃ）
， Ｖ＜ＶＬｊ

ｘ０ｊ， Ｖ≥ＶＬ
{

ｊ

（３５）

Ｔｉ＝Ｔ∞ ＋
ΔＨｆ
ＣＬｐ
Ｉｖ（ＰＴ） （３６）

其中ＰｊＣ（＝ＶＲ／２Ｄｊｊ）为溶质Ｐｅｃｌｅｔ数，ＰＴ（＝ＶＲ／２Ｄ
Ｔ
Ｌ）为

液相传热Ｐｅｃｌｅｔ数，Ｉｖ是 Ｉｖａｎｔｓｏｖ函数。关于过冷度定
义，仍按Ｄｉｖｅｎｕｔｉ和 Ａｎｄｏ的方法［２１］分为４项，即热过
冷度、曲率过冷度、成分过冷度和动力学过冷度，具体

定义见文献［１５］。模型在 ＮｉＣｕＣｏ系自由枝晶生长中
的应用表明，该模型可对过冷度－速度关系给出精确描
述，同时澄清了组元间相互作用对枝晶生长动力学的

影响。

$

　结　语

作者课题组近几年将ＭＥＰＰ应用于非平衡凝固理论
研究所取得的成果，相比前人对 ＭＥＰＰ在凝固方面的应
用存在以下优点：①基于该原理建立的模型可对体系自
由能耗散机制给出更清晰地描述；②模型可对非平衡凝

固中界面动力学、界面稳定性及枝晶生长等不同演化过

程给出更合理描述；③该原理中采用拉格朗日乘子法可
合理考虑体系约束，进而更适合于描述复杂非平衡凝固

体系的演化。虽然ＭＥＰＰ在非平衡凝固中已取得一定成
功，但已有的凝固理论与工业生产条件存在一定差距。

故其应用受到局限，研究者仍需深入探索、不断完善。

我们对该原理未来的研究方向寄予如下期望：①多相场
模型是描述凝固过程的强有力工具，但由于多元多相合

金非平衡凝固过程中体系复杂性限制，多相场模型在工

业多元多相合金中的应用发展缓慢，ＭＥＰＰ的应用可促
进该问题的解决；②当前凝固理论中大多忽略组元间摩
尔体积差，相应理论只适用于置换固溶体合金，而间隙

组元在工业合金中普遍存在，ＭＥＰＰ的应用有望合理描
述凝固过程中置换及间隙组元的不同行为。
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