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摘!要! 溶液几何模型是计算多元系溶液% 熔体性质的有力工具& 几何模型经过发展# 已经积累了

丰富的计算方法& 经过总结和创新# 发展出了新一代几何模型& 首先提供了溶液几何模型的简明计

算图式& 通过 /AMK7二元合金熔体体系与 0@

%

/MdE/M2>

"

/

%

三元熔融硫化物体系性质计算# 分别指出了

传统溶液几何模型中对称模型与非对称模型各自的理论缺陷& 证明了新一代几何模型在理论上优于

传统几何模型& 并结合二元完全互溶体系热力学性质之间的关系# 分析了新一代溶液几何模型引入

的重要参数# 针对偏差函数在新一代几何模型中的意义进行了探讨& 通过计算与实例明确提出偏差

函数的正定性与对称性两个重要性质# 并将偏差函数性质数学化& 提出了研究热力学函数之间关系

的新思路# 为几何模型的进一步发展做好必要的理论准备&
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!前!言

几何模型是一类利用二元体系热力学数据计算三元

及多元体系的热力学函数性质的计算方法# 在液态合

金% 有机溶液% 熔盐及熔渣性质预报和相图计算上得到

了广泛而且成功的应用# 具有很强的实用性与精确

性('M<)

& 几何模型属于半理论半经验模型# 经过几十年

的发展# 很多研究者在热力学理论基础上# 通过发展不

同的二元系选点计算方法给出了一系列模型& 根据二元

系的选点方法不同# 传统几何模型可以分为对称几何模

型和非对称几何模型(T)

& 其中对称几何模型包括

\4W5E]

(;)

# (@UU>7H@

('&)

# 和 .rGbM0W4@

(''M'%)等几种模型#



中国材料进展 第 "# 卷

非对称几何模型包括 *44_ 模型('")与 1>55E]D模型(T)等&

这两类模型在计算方法上各有优势# 但都具有相应的缺

点# 例如非对称几何模型存在人为干预的因素# 而对称

模型又有无法还原为二元体系的缺陷&

周国治总结了以上传统模型计算方法('%)

# 提出新一

代几何模型('#)

# 给出了更具有普遍意义的新的计算方法&

新一代几何模型避免了上述传统几何模型的缺点# 并作出

更进一步的发展# 即引入评价两个二元系性质的参数+++

相似系数# 避免了人为选择组元的干扰# 通过平方偏差系

数和相似系数给出不同的二元体系热力学函数的权重# 从

而普遍地适用于热力学函数性质的计算('$)

&

如果不采用推荐的相似系数# 通过自行设计相似系

数计算规则# 则可以变化出包括各种传统模型在内的无

数种计算方法& 而基于平方偏差系数的相似系数计算方

法# 则是最为普遍采用的& 本文对新一代几何模型的理

论讨论也是基于这一计算方法开展&

jW7HU等(':)对新一代几何模型计算方法做了进一步

的简化工作# 使得其更易于实现计算机化&

新一代几何模型的理论优势# 使其得以广泛应用于

多元体系热力学性质研究工作中& 如 )5M2>MjH 合金体系

中各元素活度('<)及其它合金体系热力学函数计算("# 'T)

中# 都运用了新一代几何模型& 经过发展# 模型推广到

计算溶液熔体物理化学性质工作中& 研究者利用新一代

几何模型准确地预测了三元体系的表面张力(';# %&)

% 电导

率(<)

% 密度(%')及其它性质($# %%)

&

此外# 高于三元系的多元溶液体系物理化学性质预

测# 是几何模型应用的重要发展方向& 新一代几何模型由

三元向多元扩展时# 只需根据二元系的数据逐步叠加# 代

表点成分的计算在向多元扩展时也完全是线性的& jW7HU

等(%")发展了四元溶液体系性质的模型预测方法# 其研究

结果与14BBE>H等(%#)对另一四元体系的研究结果都表明了

新一代几何模型# 在多元系性质预测上的精准性&

很多研究者在模型预测与实验验证中# 对比了新一

代几何模型计算结果与传统几何模型计算结果("# %$M%<)

&

利用实际体系验证模型准确性# 是模型选择的重要标准&

但是# 高温冶金熔体性质测定实验结果# 往往具有很大

的误差# 因此# 利用实验结果验证并不是完全可靠& 在

实际体系性质预测的基础上# 还需要结合理论分析模型

的自洽性与合理性&

模型中的偏差函数及以此为基础的相似系数# 是新一

代几何模型由二元体系性质计算更高元体系性质的关键参

数& 周国治指出了偏差函数是一个与二元系的自由能相差

程度有关的非负值量# 而且当所计算的两个二元系近似时

偏差函数趋于零(%T)

& 这是建立偏差函数的一个主要条件&

目前# 文献中对几何模型的讨论偏重于拟合效果和预报的

准确性# 而对偏差函数和相似系数的探讨并不多# 尤其对

于偏差函数意义的挖掘还有待加深& 本文将对偏差函数与

度量空间的特征进行对比分析# 探讨偏差函数的意义&

"

!新几何模型计算方法

如图 '所示# 几何模型依式!'"

%

式!:"

%

式!<"由

二元系热力学数据计算三元系热力学数据('#)

&

图'计算式中#X

'Q

是'3Q二元系下# 以组元'或Q的成分

Y

'

或Y

Q

为自变量的热力学函数&X

4

'Q

表示'3Q二元系下的超

额热力学函数# 其意义是实际情况中X

'Q

与理想状况下的

热力学函数X

'Q#>FE75

的差值& 权重因子V

'Q

是利用X

'Q

计算'3Q3W

三元系超额热力学函数X

4时所乘的系数&'3Q3W三元系下X

4

的计算需要三个二元系热力学数据# 分别是X

'Q

#X

'W

和X

QW

&

当计算出X

4后# 同理# 与三元系在理想状态下的热力学

函数X

>FE75

相加# 则可得出'3Q3W三元系的热力学函数值&

传统模型的缺点在于# 权重因子V

'Q

的选择存在缺陷

或者需要人工干预& 新一代几何模型优化了权重因子V

'Q

的选择方式& 对不同的二元系# 所得的权重因子不同& 新

一代几何模型中权重因子计算方法如图 ' 所示# 依式!%"

%

式!""

%

式!#"

%

式!$"计算('$# %T)

& 式!%"由'3Q二元系与

'3W二元系的超额热力学函数值计算偏差函数
!

!'Q#'W" #

由这一偏差函数通过式!""计算出相似系数
%

W

'!'Q"

&

通过图 '中式!#"# 则由三元系中组元 '的摩尔分数

C

'

与相似系数
%

W

'!'Q"

得出求取三元这一点性质所需的对应

'3Q二元系的点# 这一二元系点中组元'的摩尔分数为Y

'

L

之后可以求出权重因子 V

'Q

# 从而依据图 ' 中式!:"求出

三元系特定点的超额热力学函数&

#

!传统几何模型的缺陷

#@ !

!对称模型的缺陷

对称几何模型将三元系数据还原为二元系之后# 同

一个二元系成分点会对应多个热力学状态# 这与热力学

理论是相违背的& 以文献(")中数据为例# 假定有伪三

元系 /AMK7MK7# 计算结果如图 % 所示& 在相图中 K7MK7

底线的平行线上的点为相同的化学成分# 对应的热力学

性质也应相同& 图 %7% A是分别采用 \45WE]模型和 (@UM

U>7H@模型计算出的结果# 等值线并未与 K7MK7线平行&

即在同一 /A$ K7成分下# \4W5E]模型与(@UU>7H@模型计

算所得的 /AMK7二元系在同一成分点对应了无数的热力

学状态函数值& 新一代几何模型的计算结果如图 %G所

示# 可以看出# 其计算结果是符合热力学理论的& 因此#

新一代几何模型不同与对称几何模型# 是一个自洽的

模型&

#T"
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图 '!新一代几何模型的计算方法流程图

d>U6'!d54̀ _7DDE]H 4XG75G@57D>4H =EDW4F 4XHÈ UEHE]7D>4H UE4=ED]>G=4FE5

图 %!采用不同几何模型计算的 ' &<" \时 /AMK7体系中超额吉布斯

自由能等值线$ !7"\4W5E]模型# ! A" (@UU>7H@ 模型# !G"新

一代几何模型

d>UL%!+a@>̂75EHD5>HEB4XE?GEBBK>AABX]EEEHE]U>EBG75G@57DEF A8DW]EE

UE4=ED]>G75=4FE5BX4]/AMK7A>H7]8B8BDE=7D' &<" \$ !7"

\4W5E]=4FE5# !A"(@UU>7H@ =4FE5# 7HF !G" HÈ UEHE]75B45@M

D>4H =4FE5

!!

#

6

"

!非对称模型的缺陷

由于选点方法的非对称性# 当计算组元顺序变换后#

非对称几何模型计算三元系中相同成分点会对应着不同

的热力学函数的计算结果# 这也不符合常理& 计算者往

往会根据经验在这几个计算结果中进行选择# 带来人为

干预& 例如# 以文献(%&)中数据# 通过变化不同的三元

系顶点顺序# 得到了 0@

%

/MdE/M2>

"

/

%

体系在特定成分点

上的计算结果# 如表 ' 所示& 对于同一个成分点# 非对

称几何模型中的1>55E]D模型和*44_模型在变换取点方式

后出现了 "种不同的计算结果& 因此# 非对称模型计算

结果并不能保证其可靠性# 模型计算过程也不能完全计

算机化# 它需要辅助验证与经验判断才能获得可能正确

的结果& 并且# 如果未做验证实验或相应实验点过少%

实验误差过大# 往往会造成误判&

表 '!在 ' #<" \不同取点顺序下不同几何模型计算0@

%

/MdE/M2>

"

/

%

的表面张力的结果"2I=#"摩尔分数 0@

%

/hdE/h2>

"

/

%

m&6%$

h&6%$h&6$#

1)%2,'!A<(6)*,',7&>/7*)2*<2)',0%- 0>66,(,7'=,/5,'(>* 5/0,2&

!BE5"6/(9<

%

ACD,ACB>

"

A

%

!5/2,6()*'>/7$ 9<

%

AhD,Ah

B>

"

A

%

m&6%$h&6%$h&6$" )'' #<" +

/8BDE= +?_L 1>55E] *44_

2È

KEHE]7D>4H

0@

%

/!'"MdE/!%"

M2>

"

/

%

!""

&6#&; &6#&" & &6#&' < &6";$ '

dE/!'"M0@

%

/!%"

M2>

"

/

%

!""

&6#&; &6";' : &6";% < &6";$ '

2>

"

/

%

!'"

M0@

%

/!%"MdE/!""

&6#&; &6";$ ; &6";$ ; &6";$ '

$T"
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$

!偏差函数与度量

$

6

!

!偏差函数的特性

新一代几何模型中偏差函数是以两个二元系性质的

平方偏差来表示& 文献中述及偏差函数有以下几点重要

特性('$# %;)

'

"

偏差函数
!

!'Q#'W" 所比较的两个二元系有

一个共同的组元'# 且偏差函数中使用这一公共组元 '分

别在两个二元系中的摩尔分数作为自变量'

#

偏差函数

!

!'Q#'W"应为非负值#而且当Q和W两个组元无限近似时趋

于零&这一特性克服了对称几何模型高元系不能还原为低

元系的缺点'

$

偏差函数
!

!'Q#'W" 作为与'3Q二元系和'3W

二元系的超额热力学函数相差程度有关的量#不受人工干

预的影响&这一特性克服了非对称几何模型中权重因子

V

'Q

的选择受人为干预的缺点&

可见# 偏差函数是克服传统模型缺陷的关键& 当某

一函数形式符合这 "个特性# 则有可能用作为偏差函数#

应用到新一代几何模型的计算中&

文献中对模型的比较一般限于模型预报结果的比

较(%&# %$M%<# "&M"')

& 各几何模型对溶液体系的预报结果可能

并没有固定的优劣顺序# 而且单纯以预报结果比较并不

恰当& 从偏差函数后两个特性来看# 几何模型中没有产

生悖论的只有新一代几何模型&

但以上总结的特性只是经验性描述& 将偏差函数特

性数学化能更进一步的揭示热力学函数性质函数相互之

间的关系# 并且能严格的证明新一代几何模型与传统模

型之间的差别&

$@ "

!超额热力学函数的空间

本节通过超额热力学函数的空间这一概念# 引出距

离这一概念& 如果从理论上发展超额热力学函数的空间#

也许可以得以窥见普遍适用的热力学函数之间的关系&

一个包含数个二元系超额热力学函数的集合# 可以

称为一个空间& 计算'3Q3W三元系所用的'3Q#'3W#Q3W三元系

所组成的空间
%

则为$'3Q# Q3'#'3W#W3'#Q3W#W3Q: 个二元系函

数& 这一空间
%

具的特性如下所述$

定义!空间
%

中任意函数
*

的形式为
*

!'#Q#X

4

!'""#其中

X

4

!'"为以组元'的摩尔分数为变量的'3Q二元系的超额热力学

函数#'为X

4

!'J'"时的初始点相#Q为X

4

!'J&"的终点相'

性质!空间
%

中任意函数
*

!'#Q#X

4

!'"" 若初始点相

'与函数
+

!W#A#X

4

!A"" 终点相A为同一相#且函数
*

终

点相Q与函数
+

初始点相W为同一相#则这两个函数为同一

函数#即可表达为
*

J

+

'

即# 'J A且 QJ W时#

*

!'#Q#X

4

!'"" J

+

!W#A#

X

4

!A""'

推论!

*

!'#Q#X

4

!'"" JK

*

!Q# '#X

4

!Q"" # 即超额热

力学函数表现出关于零点的镜像对称性&

上述描述就构成了一个二元超额热力学函数的空间#

而偏差函数
!

!'Q#'W" 本质上也是表示两个二元系超额热

力学函数的相似程度#与泛函中的度量具有相似性#因为

度量是两个函数的距离&为方便起见#以下以 X

4

!'" 代替

*

!'#Q#X

4

!'""#也即'3Q二元系中X

4

!'" JX

4

!Q"&

度量用以下公理定义("%)

$ 非空集合
,

中#如有任意

的C#0#U

(

F#

"

F!C#0" J&当且仅当CJ0'

#

F!C#0" J

F!0#C"'

$

F!C#0"

"

F!C#U" LF!U#0"&则称这一非负函数

F是集合
,

的度量#或称距离&集合
,

赋予度量 F称为度量

空间&由度量的定义与偏差函数的特性相对比&可以发现#

偏差函数的后两个特性与度量的第 '条性质正定性#以及

度量的第 %条性质对称性是一致的&

5

!偏差函数的意义

偏差函数与度量具有相似性& 在度量空间中# 也有

以平方偏差和作为度量的实数空间& 但是实数空间与超

额热力学函数的空间具有不同的性质& 比如实数空间并

没有关于零点的镜像对称性这一性质& 因此# 在本节中

着重讨论偏差函数是否可以作为超额热力学函数的空间

的度量# 超额热力学函数的空间是否是一个度量空间&

首先# 由积分函数基本性质!如果在区间 (##O) 上#

;!C"

)

&#则
*

O

#

;!C"

)

&&推广可得#若在(##O) 上# ;!C"

)

&#

且;!C"

+

&#则
*

O

#

;!C"FCn&&"易知# 偏差函数为非负函数&

下面证明在超额热力学函数的空间中偏差函数的正

定性&

'3Q3W三元系中包含的 : 个超额热力学函数组成的空

间里# 有 " 个偏差函数# 分别是式!%"与以下两式$

!

!Q'#QW" J

*

Y

Q

J'

Y

Q

J&

!X

4

Q'

KX

4

QW

"

%

FY

Q

!T"

!

!W'#WQ" J

*

Y

W

J'

Y

W

J&

!X

4

W'

KX

4

WQ

"

%

FY

W

!;"

偏差函数的正定性证明如下$

"

必要性

!

!'Q#Q'" J

*

Y

'

J'

Y

'

J&

!X

4

'Q

KX

4

Q'

"

%

FY

'

!!! J

*

Y

'

J'

Y

'

J&

(!X

4

'Q

"

%

K%X

4

'Q

X

4

Q'

L!X

4

Q'

"

%

)FY

'

!'&"

由于二元系超额热力学函数关于零点的镜像对称性#

上式可化为$

!

!'Q#Q'" J

*

Y

'

J'

Y

'

J&

(!X

4

'Q

"

%

K%!X

4

'Q

"

%

L!X

4

'Q

"

%

)FY

'

!!! J& !''"

#

充分性

当
!

!'Q#'W" J& 时# 有$

:T"
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*

Y

'

J'

Y

'

J&

!X

4

'Q

KX

4

'W

"

%

FY

'

J& !'%"

由于 !X

4

'Q

KX

4

'W

"

%

)

& !'""

故#

*

Y

'

J'

Y

'

J&

!X

4

'Q

KX

4

'W

"

%

FY

'

)

& !'#"

则有$ X

4

'Q

KX

4

'W

J& !'$"

证毕&

偏差函数的正定性从数学上说明# 新一代几何模型可

以使得高元系中任意两个二元系'3Q与'3W中的组元Q与W在对

应的热力学性质无限接近时#偏差函数趋近于零&由于偏差函

数的这一性质#新一代几何模型可以将多元系还原为低元

系&

下面证明在超额热力学函数的空间中偏差函数的对

称性$

!

!'Q#'W" K

!

!'W#'Q"

J

*

Y

'

J'

Y

'

J&

!X

4

'Q

KX

4

'W

"

%

FY

'

K

*

Y

'

J'

Y

'

J&

!X

4

'W

KX

4

'Q

"

%

FY

'

J

*

Y

'

J'

Y

'

J&

!X

4

'Q

KX

4

'W

"

%

FY

'

K

*

Y

'

J'

Y

'

J&

!X

4

'Q

KX

4

'W

"

%

FY

'

J& !':"

偏差函数的对称性说明# 新一代几何模型中# 二元系

的计算先后顺序对于模型的预报结果不会产生影响# 新一

代几何模型只有唯一的计算结果& 这样使得计算过程中人

为干扰因素得以去除# 模型从而可以完全计算机化&

度量的第 " 条性质是三角不等式性质& 这一点并不

适用于偏差函数# 这是由超额热力学函数的空间的性质

决定的& 因此对于一个'3Q3W三元系# 若要求

!

!'Q#QW" L

!

!'W#QW"

) !

!'Q#'W" !'<"

若式!'<"成立# 则由超额热力学函数的性质# 上式等

价于

(

!

!Q'#QW" L

!

!'Q#Q'" L

!

!W'#WQ" L

!

!W'#'W" L

!

!QW#WQ")

) !

!'Q#'W" !'T"

由于超额热力学函数的空间中具有对称性# '3Q二元系与

Q3'二元系是同一二元系# 则

!

!'Q#Q'" J& !';"

这使得式!'<"等同于

!

!Q'#QW" L

!

!W'#WQ"

) !

!'Q#'W" !%&"

但这一不等式在超额热力学函数的空间中是不能成立的#

仅需举出反例即可证明&

图 "中给出了不同体系的二元系超额热力学性质函

数之间的偏差函数
!

值# 并以曲线表示& 在图 "7# A中#

偏差函数
!

值并不能组成一个三角形& 在图 "G中则只有

!'%" 9!%"" 9!%#"# !"#" 9!%"" 9!%#"这两个三元系

的偏差函数
!

值满足三角形不等式& 因此以偏差函数
!

连结起来的二元系超额热力学函数的空间并不是一个简

单的度量空间& 这是由于超额热力学函数存在关于零点

的镜像对称性造成的& 这一空间的性质还需要进一步的

数据收集和研究& 因此偏差函数仅具有正定性与对称性#

并不能作为超额热力学函数的空间的度量&

图 "!不同熔体% 溶液体系中二元系超额热力学函数之间的偏

差函数
!

网络图$ !7" (UM0@M2>在 ' '<" \下的二元系

超额吉布斯自由能(%)

# !A" 甲基氰k正庚烷 k正辛烷在

%T"6'$ \下二元系超额摩尔体积(%%)

# !G" 异丙醇!'" k

甲基氰!%" k二氯甲烷!"" k正戊烷!#" 在 %;T6'$ \下

的二元系超额摩尔体积(%")

d>UL"!2ED̀4]b F>7U]7=B4XFÊ>7GD>4H X@HGD>4H

!

7=4HUE?GEBBDWE]M

=4F8H7=>GX@HGD>4H 4XA>H7]>EB>H F>XXE]EHD=E5DB7HF B45@D>4H

B8BDE=B$ !7" E?GEBBK>AABX]EEEHE]U>EB4XA>H7]>EB>H (UM

0@M2>7D' '<" \

(%)

# !A" E?GEBB=457]̂45@=EX@HGD>4HB4X

A>H7]>EB>H =EDW85A@D7H47DEM! HMWE_D7HE"M! HM4GD7HE" 7D

%T"6'$ \

(%%)

# 7HF !G" E?GEBB=457]̂45@=EX@HGD>4HB4XA>M

H7]>EB>H _]4_7HM%M45!' " k=EDW8757GED7DE!% " kF>GW54M

]4=EDW7HE!"" kHM_EHD7HGE!#" 7D%;T6'$ \

(%")

A

!结!论

!'" 由几何模型的计算特点出发# 提出了二元系超

额热力学函数空间的概念# 这一空间中二元系超额热力

学函数的关系以偏差函数表示&

!%" 通过与度量的定义进行对比# 证明了新一代几

何模型中偏差函数具有正定性与对称性& 偏差函数的正

定性使得几何模型可以将多元系向低元系还原# 消除了

对称几何模型的悖论& 而偏差函数的对称性保证了几何

<T"
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模型可以完全计算机化# 避免了非对称几何模型计算中

的人为选择因素&

!"" 结果表明# 由于二元系超额热力学函数空间本

身的特性# 使得偏差函数并不能作为超额热力学函数的

度量# 但偏差函数具有的正定性与对称性是新一代几何

模型区别于传统几何模型的关键性质&
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('$) 0W4@ \0# OE>/ \L)2È KEHE]7D>4H /45@D>4H (4FE5X4]P]EF>GM

D>HU*WE]=4F8H7=>GP]4_E]D>EB4X7(@5D>G4=_4HEHD/8BDE=X]4=

S>H7]>EB(Z)L>!"#$$:5,'&#$#(2 >#"!5'#$.)5#(.#&"'+(.1# ';;<#

%T!""$ #"; 9##$L

(':) jW7HUK1#0W4@ \0LKEHE]75d4]=75>B=X4]2È KEHE]7D>4H KE4=EDM
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